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一、填空题 
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【详解 1】 用四则运算将分子化简，再用等价无穷小因子代换， 
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【详解 2】 采用洛必达法则， 
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注：  ( )21 1 0x x− → → 可求出 

【详解 3】  采用 ( )1 u λ+ 的马克劳林展开式，此时余项用皮亚诺余项较简单.当 0u → 时 
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于是 
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（2）曲线 3 2 2y x x x= − + + 与 x轴所围成的图形的面积 A =      . 

【答】   
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【详解】 因为 ( )1 5 , 1 2,
2 8
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所以 
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（3） 2

ln sin
sin

xdx
x

=∫       . 

【答】  cot ln sin cot .x x x x C− ⋅ − − +  

【详解】  用分部积分法，有 
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（4）设 ( )f x 连续，则 ( )2 2

0

xd tf x t dt
dx

− =∫       . 

【答】  ( )2xf x . 

【详解】  令 2 2 , 2 ,u x t dy tdt= − = −  

当 0t = 时，
2;u x= 当 t x= 时， 0u = ； 

故         ( ) ( ) ( )
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x xd dtf x t dt f u du xf x
dx dx

− = =∫ ∫  

（5）曲线 ( )1ln 0y x e x
x

⎛ ⎞= + >⎜ ⎟
⎝ ⎠

的渐进线方程为     . 



【答】   
1y x
e

= +  

【详解】  
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故此曲线的渐进线方程为
1y x
e

= + . 

 

二、选择题 

设数列 nx 与 ny 满足 lim 0,n nn
x y

→∞
= 则下列断言正确的是 

（A） 若 nx 发散，则 ny 必发散. 

（B） 若 nx 无界，则 ny 必有界. 

（C） 若 nx 有界，则 ny 必有无穷小.  

（D） 若
1

nx
为无穷小，则 ny 必为无穷小. 

【 】 

【答】  应选（D） 

【详解】  方法一： 

由极限运算性质知 

       ( ) 1lim lim lim 0,n n nn n n
n

y x y
x→∞ →∞ →∞

= ⋅ =  

所以（D）为正确选项. 

方法二： 

取数列 0ny = ，排除（A） 

若取数列 
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便排除了（B） 

对于（C），若数列 0nx = ，则 ny 可为任意数列，所以（C）项也不正确. 

故应选（D）. 

（2）函数 ( ) ( )2 32f x x x x x= − − − 不可导点的个数是 

（A）3.              （B）1.                 （C）2.             （D）0. 

【 】 

【答】  应选（C）. 

【详解】  因为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 32 2 1 1 1 ,f x x x x x x x x x x= − − − = − + − +  

可见 ( )f x 在 0,1x = 处不可导，而在 1x = − 处是可导的， 

故    ( )f x 的不可导点的个数为 2. 

（3）已知函数 ( )y y x= 在任意点 x处的增量 2 ,
1
y xy

x
α= +

+
且当 0x → 时，α 是 x的高

阶无穷小， ( )0y π= ，则 ( )1y 等于 

（A） 4e
π

π .              （B）π .                 （C） 4e
π

.             （D） 2π  

【 】 

【答】  应选（A）. 

【详解】  由 2 ,
1
y xy

x
α= +

+
，有 
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α
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+
 

令 0x → ，得 '
21

yy
x

=
+

， 

解此微分方程并利用初始条件由 ( )0 ,y π= 得
arctan xy eπ=  

故           ( ) arctan 41 .xy e e
π

π π= =  

（4）设函数 ( )f x 在 x a= 的某个邻域内连续，且 ( )f a 为其几大值，则存在 0δ > ，当

( ),x a aδ δ∈ − + 时，必有 

（A） ( ) ( ) ( ) 0.x a f x f a− − ≥⎡ ⎤⎣ ⎦  



（B） ( ) ( ) ( ) 0.x a f x f a− − ≤⎡ ⎤⎣ ⎦  
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f t f x
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−
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−
 

（D）
( ) ( )
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f t f x
x a

t x→

−
≤ ≠

−
 

【 】 

【答】  应选（C） 

【 详 解 】   由 题 设 ， 存 在 邻 域 ( ),a aδ δ− + ， 使 当 ( ),x a aδ δ∈ − + 时 ， 有

( ) ( )f x f a≤ ( ) ( )f x f a≤ ， 

所以 

当 a x aδ− < < 时， ( ) ( ) ( ) 0.x a f x f a− − ≥⎡ ⎤⎣ ⎦  

当 a x a δ< < + 时， ( ) ( ) ( ) 0.x a f x f a− − ≤⎡ ⎤⎣ ⎦  

因此（A）、（B）不成立. 

考虑到（C）、（D）两项中分母均大于零，而分子部分有 

    ( ) ( ) ( ) ( )lim 0,
t a

f t f x f a f x
→

− = − ≥⎡ ⎤⎣ ⎦  

所以必有（C）成立. 

（5）设 A是任一 ( )3n n ≥ 阶方阵，
*A 是其伴随矩阵，又 k为常数，且 0, 1k ≠ ± ，则必有 

( )*kA =      . 

（A） *kA             （B） 1 *nk A−              （C） *nk A             （D） 1 *k A−  

【 】 

【答】  应选（B） 

【详解】  方法一： 

采用加条件的技巧，设 A可逆，则由 

                        * *AA A A A E= =  

知                      * 1A A A−=  

于是 
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所以应选（B） 

题设 0, 1k ≠ ± ， 3n ≥ ，主要是为了做到 4个选项只有 1个正确的. 

方法二： 

由
*A 的定义，设 ( )ij n n

A a
×

= ，其元素 ija 的代数余子式记作 ijA ，则矩阵 ( )ij n n
kA ka

×
= ， 

若其元素的代数余子式记作 ( ), 1, 2, ,ij i j n∆ = ，由行列式性质有 

( )1 , 1, 2, ,n
ij ijk A i j n−∆ = =  

从而 ( )*kA = 1 *nk A−  

 

三、 

求函数 ( ) ( ) tan
4

1
x

xf x x π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + 在区间 ( )0, 2π 内的间断点，并判断其类型. 

【详解】
1

tan
4

x π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

在区间 ( )0, 2π 内不存在的点为
3 5 7, , ,

4 4 4 4
x π π π π
= 各点， ( )f x 在区间

( )0, 2π 内的间断点是
1

tan
4

x π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

不存在的点， 

即
3 5 7, , ,

4 4 4 4
x π π π π
= 各点. 

在
4

x π
= 处， ( )

4

lim ,
t

f x
π +
⎛ ⎞→⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +∞  

在
5
4

x π
= 处， ( )

5
4

lim ,
t

f x
π +

⎛ ⎞→⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +∞  

故
4

x π
= ，

5
4
π
处， ( )f x 为第二类间断点. 

在
3
4

x π
= 处， ( )

3
4

lim 1,
t

f x
π +

⎛ ⎞→⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

在
7
4

x π
= 处，

7
4
π
为 ( )f x 的可去间断点. 

但相应的函数在上两点处无定义，故
7
4

x π
= ，

7
4
π
为 ( )f x 的可去间断点. 

 

四、确定常数 , ,a b c的值，使 ( ) ( )30

sinlim 0
ln 1x

ax x c c
t

dt
t

→

−
= ≠

+
 



【详解】当 0x → 时， sin 0ax x− → ，且存在而不为零, 

故
( )3

0

ln 1
lim 0,

x

bx

t
dt

t→

+
=∫ 因此b必为 0. 

因若 0,b > 则在 ( ]0,b 内，
( )3ln 1

0
t

t
+

> ； 

若 0b < ，则在[ ),0b 内，
( )3ln 1

0
t

t
+

>  

利用洛必达法则有 

( ) ( ) 23 30 0 0

0

sin cos coslim lim lim .
ln 1 ln 1x x xx

ax x a x a x
xt x
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t x

→ → →

− − −
= =

+ +
∫

 

若 1a ≠ ，则上式为∞，与条件不符， 

故  1a =  

从而再用洛必达法则有 

得  
1
2

c = ； 

因此
11, 0,
2

a b c= = =  

 

五、利用代换
cos

uy
x

= 将方程
'' 'cos 2 sin 3 cos xy x y x y x e− + = 化简，并求处原方程的通解. 

【详解】  方法一： 

有 cosu y x= 两端对 x求导，得 

            
' '

'' '' '

cos sin ,
cos 2 sin cos .

u y x y x
u y x y x y x
= −

= − −
 

于是原方程化为 

             '' 4 xu u e+ =  

其通解为 

             1 2cos 2 sin 2
5

xeu C x C x= + +  

从而原方程得通解为 

             1 2
cos 2 sin
cos 5cos

xx ey C C x
x x

= + +  

方法二： 



             
' '

'' '' ' 2 3

sec ,
sec sec tan
sec sec tan sec tan sec

y u x
y u x u x x
y u x u x x u x x u x

=

= + ⋅

= + ⋅ + ⋅ +
 

代入原方程得 

             '' 4 xu u e+ =  

以下同方法一. 

 

六、计算积分

3
2

1 2
2

dx

x x−
∫ . 

【详解】  
3 31
2 2

11 2 212
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x x x xx x
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∫ ∫ ∫  

( )

1 1
1 12 202 2

1
1

0 2

lim
1 1
4 2

                lim arcsin 2 1

                
2

|

dx dx
x x

x

x

ε

ε

ε

ε

π

+

+

−

→

−

→

=
− ⎛ ⎞− −⎜ ⎟

⎝ ⎠

= −

=

∫ ∫

 

( )
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x
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=
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因此     ( )
3
2

1 2
2

ln 2 3
2

dx

x x

π
= + +

−
∫  

 

七、从船上向海中沉放某种探测仪器，按探测要求，需确定仪器的下沉深度 y（从海平面算
起）与下沉速度 v之间的函数关系.设仪器在重力作用下，从海平面由静止开始铅直下沉，在

下沉过程中还受到阻力和浮力的作用.设仪器的质量为 ,m 体积为 ,B 海水比重为 ,ρ 仪器所受

的阻力与下沉速度成正比，比例系数为 ( )0k k > .试建立 y与 v所满足的微分方程，并求出函



数关系式 ( ).y y v=  

【详解】  取沉放点为原点 ,O Oy轴正向铅直向下，则由牛顿第二定律得 

2

2 ,d ym mg B kv
dt

ρ= − −  

这是可降阶的二阶微分方程，其中
dyv
dt

= . 

令 ,dy v
dt

= 则  
2

2 ,d y dv dy dvv
dt dy dt dy

= ⋅ =  

于是原方程可化为 

,dvmv mg B kv
dy

ρ= − −  

分离变量得 

      ,mvdy dv
mg B kvρ

=
− −

 

积分得   

( ) ( )2 ln
m mg Bmy v mg B kv C

k k
ρ

ρ
−

= − − − − +  

再根据初始条件
0

0,|y
v

=
= 得 

( ) ( )2 ln ,
m mg B

C mg B kv
k

ρ
ρ

−
= − −  

故所求函数关系为 

( )
2 ln .

m mg Bm mg B kvy v
k k mg B

ρ ρ
ρ

− − −
= − −

−
 

 

八、设 ( )y f x= 是区间[ ]0,1 上的任一非负连续函数. 

（1）试证存在 ( )0 0,1 ,x ∈ 使得再区间[ ]00, x 上以 ( )0f x 为高的矩形面积，等于再区间[ ]0 ,1x

上以 ( )y f x= 为曲边的梯形面积. 

（2）又设 ( )f x 在区间 ( )0,1 内可导，且 ( ) ( )' 2 f x
f x

x
> − ，证明（1）中的 0x 试唯一的. 

【详解】 （1）令 ( ) ( )
1

,
x

x x f t dtϕ = − ∫ 则 ( )xϕ 在闭区间[ ]0,1 上连续，在开区间 ( )0,1 内 



可导； 

又 ( ) ( )0 1 0.ϕ ϕ= = 由罗尔定理知，存在 ( )0 0,1 ,x ∈ 使 ( )'
0 0.xϕ = 即 

          ( ) ( ) ( )
0

1'
0 0 0 0.

x
x x f x f t dtϕ = − =∫  

也即        ( ) ( )
0

1

0 0 .
x

x f x f x dx= ∫  

（2）令 ( ) ( ) ( )
1

,
x

F x xf x f t dt= − ∫  

则   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' '2 0,F x xf x f x f x f x xf x= + + = − >  

即  ( )F x 在 ( )0,1 内严格单调增加，从而 ( ) 0F x = 的点 0x x= 必唯一，故（1）中的 0x 试唯

一的. 

 

九、设有曲线 1y x= − ，过原点作其切线，求由此曲线、切线及 x轴所围成的平面图形绕 x

轴旋转一周所得的旋转体的表面积. 

【详解】  设切点的横坐标为 0 ,x 则切点为 ( )0 0, 1x x − ，曲线 1y x= − 在此点的切线斜率

为

0

1
2 1x −

， 

于是切线方程为： 

               ( )0 0
0

11
2 1

y x x x
x

− − = −
−

 

又因它经过原点，以点 ( )0,0 代入，得 

               ( )0 02 1 ,x x− − = −  

解得      0 2x =  

于是切线方程为 

              ( )11 2
2

y x− = −  

即            
1
2

y x=  

切点为 ( )2,1 ，由曲线段 1y x= − ( )1 2x≤ ≤ 绕 x轴旋转一周所得到的旋转面的面积为 

( )2 2'2
1 1 1

2 1 4 3 5 5 1 ,
6

S y y dx x x dx ππ= + = − = −∫ ∫  

由直线 ( )1 0 2
2

y x= ≤≤ 段绕 x轴旋转一周所得到的旋转面的面积为 



        
2

2 1

1 52 5
2 2

S x dxπ π= ⋅ ⋅ =∫  

因此，所求旋转体的表面积为 

         ( )1 2 11 5 1
6

S S S π
= + = −  

 

十、设 ( )y y x= 是一向上凸的连续曲线，其上任意一点 ( ),x y 处的曲率为
'2

1
1 y+

，且此曲

线上点 ( )0,1 处的切线方程为 1y x= + ，求该曲线的方程，并求函数 ( )y y x= 的极值. 

【详解】 因曲线向上凸，故 '' 0y < ； 

由题设，得 

              
( )

''

3 '2'2

1 ,
11

y
yy

−
=

++
 

即  ( )'' '21 .y y= − +  

曲线经过点 ( )0,1 ，故 ( )0 1,y = 又因在该点处的切线方程为 1y x= + ，即切线斜率为 1，于是

( )' 0 1,y = 问题归结为求 

                       
( )

( ) ( )

'' '2

'

1 .

0 1, 0 1,

y y

y y

⎧ = − +⎪
⎨

= =⎪⎩
 

的特解. 

令  ' '' ', ,y p y p= =  

于是得 

                        ( )' 21 ,p p= − +  

分离变量解得 

                        1arctan p C x= −  

以 ( )0 1p = 代入， 

得                       1 arctan1
4

C π
= =  

所以           ' tan
4

y p xπ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

再积分，得 



               2tan ln cos
4 4

y x dx x Cπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  

以 ( )0 1,y = 代入，得  

                       2
11 ln 2,
2

C = +  

故所求曲线方程为 

              
1ln cos 1 ln 2

4 2
y xπ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

取其含有 0x = 在内的连续的一支为 

              
1 3ln cos 1 ln 2, ,

4 2 4 4
y x xπ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + ∈ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

当
4

x π +
⎛ ⎞→ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

或
3
4

x π +
⎛ ⎞→ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

时， cos 0,
4

x yπ⎛ ⎞− → → −∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

故此函数无极小值. 

当
4

x π
= 时， y为极大， 

极大值为             

  
11 ln 2.
2

y = +  

 

十一、设 ( )0,1x∈ ，证明： 

（1） ( ) ( )2 21 ln 1 ;x x x+ + <  

（2）
( )

1 1 1 11
ln 2 ln 1 2x x

− < − <
+

. 

【详解】 

（1） 令 ( ) ( ) ( )2 21 ln 1 ;x x x xϕ = + + −  

则有   

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

' 2 '

''

''' '' '' ' '

0 0,

ln 1 2ln 1 2 , 0 0.
2 ln 1 ,

1
2ln 1

0, 0,1 0 0 0 , 0,1
1

x x x x

x x x
x

x
x x x x x

x

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

=

+ + + − =

= + −⎡ ⎤⎣ ⎦+
+

= − < ∈ ⇒ < = ⇒ < ∈
+

 

所以 ( )' 0,xϕ <  



从而 ( ) 0,xϕ < 即 

               ( ) ( )2 21 ln 1 ,x x x+ + <  

（2）令 ( ) ( ) ( )1 1 , 0,1
ln 1

f x x
x x

= − ∈
+

 

则有 

        ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
'

2 2

1 ln 1
1 ln 1
x x x

f x
x x x
+ + −

=
+ +

 

由(1)知， ( )'f x <0， 

当 ( )0,1x∈ 时.于是推知在 ( )0,1 内， ( )f x 单调减少.又 ( )f x 在区间 ( ]0,1 上连续，且

( ) 11 1
ln 2

f = − . 

故当 ( )0,1x∈ 时， 

             ( ) ( )
1 1 1 1

ln 1 ln 2
f x

x x
= − > −

+
 

不等式左边证毕. 

又      

( ) ( )
( )

( )

( )

20 0 0

0

ln 1 ln 1
lim lim lim

ln 1
1               lim

2 1 2

x x x

x

x x x x
f x

x x
x

x x

+ + +

+

→ → →

→

− + − +
= =

+

= =
+

 

故当 ( )0,1x∈ 时， 

              ( ) ( )
1 1 1

ln 1 2
f x

x x
= − >

+
 

不等式右边证毕. 

 

十二、设 ( )1 12 ,TE C B A C− −− = 其中E是 4阶单位矩阵， TA 是 4阶矩阵 A的转置矩阵. 

  

1 2 3 2 1 2 0 1
0 1 2 3 0 1 2 0

,
0 0 1 2 0 0 1 2
0 0 0 1 0 0 0 1

B C

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

求 A . 

【详解】  由题设得 



          ( )12 ,TC E C B A E−− = 即 ( )2 .TC B A E− =  

由于

1 2 3 4
0 1 2 3

2
0 0 1 2
0 0 0 1

C B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥− =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 2 1 0,C B− = ≠  

故 2C B− 可逆. 

于是 ( ) ( )
112 2

T TA C B C B
−−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

      

11 2 0 1 1 0 0 0
2 1 0 0 2 1 0 0
3 2 1 0 1 2 1 0
4 3 2 1 0 1 2 1

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

十三、已知 ( ) ( ) ( )1 2 31, 4,0, 2 , 2,7,1,3 , 0,1, 1, ,T T Taα α α= = = − ( )3,10, , 4 Tbβ = ，问 

（1） ,a b取何值时， β 不能由 1α ， 2α ， 3α 线性表示？ 

（2） ,a b取何值时， β 能由 1α ， 2α ， 3α 线性表示？并写出其表达式. 

【详解】  因为 

( )1 2 3

1 2 0 3 1 2 0 3
4 7 1 10 0 1 1 2

, ,
0 1 1 0 1 1
2 3 4 0 1 2

1 2 0 3
0 1 1 2
0 0 1 0
0 0 0 2

A
b b

a a

a
b

α α α β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = → →
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

所以 

（1）当 2b ≠ 时，线性方程组 ( )1 2 3, , xα α α β= 无解， 

此时 β 不能由 1 2 3, ,α α α 线性表示； 

（2）当 2, 1b a= ≠ 时，线性方程组 ( )1 2 3, , xα α α β= 有唯一解： 

          ( ) ( )1 2 3, , 1, 2,0T Tx x x x= = −  

于是 β 可唯一表示为： 

           1 22β α α= − +  



当 2, 1b a= = 时，线性方程组 ( )1 2 3, , xα α α β= 有无穷多个解： 

            ( ) ( ) ( )1 2 3, , 2,1,1 1,2,0T T Tx x x x k= = − + − （ k为任意常数） 

这时β 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示： 

             ( ) ( )1 2 32 1 2k k kβ α α α= − + + + + （ k为任意常数） 


